Fernando Zalamea

HACIA UNA RESISTENCIA SINTETICA EN FILOSOFIA MATEMATICA.
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Abstract

We study the concept of bordet/frontier under non-analytical perspectives (reverse, continuity,
mediation), and we situate Riemann’s surfaces (1850), Peirce’s continunm (1890) and Grothendieck’s
categorical archetypes (1960) under those three perspectives. We further present sheaf logic as a
mediation between logical (analytical) and topological (synthetical) polarities, which helps to better
understand some border/ frontier problems, and to expand reason beyond purely linguistic constraints.

La inteligencia consiste en un complejo transito entre /z-formacion y #rans-formacion de
signos. En la frontera entre interior (in) y exterior (trans), situandose entre una
acumulacion de datos y una invencion a partir de ese bagaje previo, actua la inteligencia.
Por un lado, se apoya en la sabiduria, pero por otro lado la quiebra, y se potencia
mediante la smaginacion. Una inteligencia periférica se encuentra atenta tanto a los centros
del saber (tradiciéon, normalizacion, erudiciéon), como a los bordes (liberacion,
ramificacién, suavizacion), y trata de develar las fuerzas originales de los mzdrgenes donde
se desborda la imaginacion. Allende una nommalizacion analitica de la filosofia, realizada a lo
largo del siglo XX, especialmente atenta a consideraciones linglisticas, es interesante
explorar entonces una resistencia sintética a una tal normalizacioén, donde algunos bordes del
pensamiento y algunas pricticas reales de la ciencia y del arte otorgan nuevas perspectivas
para el entendimiento.

Margen — del latin margo: borde, orilla — evoca, en espafiol, un sustantivo ambivalente,
cuyo acorde masculino o femenino queda a libre arbitrio del intérprete. Extremidad,
limite o espacio en blanco, el margen representa, fisica y simbodlicamente, aquello que
queda de lado, alejado de un conjetural centro. Sin género y sin lugar, el margen es no
obstante, precisamente gracias a su indefinicién y genericidad, un concepto de una
extraordinaria riqueza y ductilidad para poder ver mas ampliamente el mundo, y para
poder modificarlo gracias a un entramado de medias tintas disponible desde el revés
mismo de los acontecimientos. De hecho, al situarse en un borde, en una orilla, en una
trontera, la vision se multiplica: percibe varios territorios a la vez, varias interpretaciones,
varios rectos y versos de una misma situacion. Lo aparentemente unidimensional se torna
adecuadamente multifacético, y la percepcion de la cultura desde sus margenes adquiere
gran densidad y hondura. En efecto — como lo sefialaba Bajtin, al explicar que todo
problema importante de un dominio de la cultura era el problema de las fronteras de ese
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dominio — a menudo, desde una perspectiva central, la visiéon del mundo se trivializa vy,
rapidamente, se agota.

Desde Ramoén Llull hasta Jean Petitot, pasando por Bruno, Leibniz o Peirce, una ragon
amplia ha luchado siempre contra todo tipo de reduccionismos. En todos estos
pensadores, una importante precedencia de la geometria sobre la logica, y, por tanto, de la
visiéon sobre el lenguaje, ha ido en contra de las tradiciones algo anquilosadas de la
academia. Una cierta topologia inicial subyace en realidad a ldgicas posteriores. En lo que sigue de
este articulo presentaremos: (0) una problematica general del borde, ligada a esa inversion
de lo 16gico y lo tgpo-logico; (1)-(3) algunos aportes de Riemann, Peirce y Grothendieck
en el pensamiento geométrico de la logica; (4) una exposicion conceptual de la /Jdgica de
haces, como resistencia y enlace entre topologia y 16gica; (5) una insinuacion de una apertura
topoldgica de la razon, bajo los lineamientos anteriores.

0. La problemdtica del borde: revés, continuidad, mediacion

El péndulo del pensamiento se agita en un vaivén entre variacion e invarianza, cambio e
identidad, diferencia e integracion, discrecion y continuidad, analisis y sintesis, interior y
exterior. El back-and-forth entre los extremos produce, en un Zerreno medio, algunas de las
mas originales formas del entendimiento. En la frontera topoligica, en el borde, emerge la
creatividad. Desde esa frontera, podemos observar a la vez (1) un revés (de lo positivo),
(2) una continuidad (entre lo negativo y lo positivo), v (3) una mediacion (en una
aproximacion al limite fronterizo). Dado que la riqueza del pensamiento es irreducible a
cualquier perspectiva fija, o a cualquier método determinado por adelantado, resulta
esencial abrirse a una multiplicidad de situaciones, donde la trfada inicial (1)-(2)-(3) (revés-
continuidad-mediacién) se ifera y se ramifica por doquier (como, por otra parte, lo
promulga la semiosis ilimitada peirceana).

El andlisis matemitico y filosdfico ayuda a desbrozar y descomponer una problematica
dada. En particular, el retroceder del razonamiento, el regresar a algunas bases desde las
cuales poder recomponer una arquitectonica, el retirarse de entornos vagos y anegados,
son acciones que permiten fijar ciertas “ideas claras”. Pero en los retrocesos, regresos y
retiros, el investigador accede también a un muy interesante revés de las situaciones. En
ese analisis abierto a lo nocturnal y a una cierta armonia negativa, situaremos a (1)
Riemann. Por otro lado, una sintesis matemaitica y filosdfica produce perspectivas
integradoras sobre la problematica inicial. Una visién holistica, un tejido donde multiples
fibras se entrelazan, una red con una amplia variedad de niveles, permiten calibrar la
complejidad del saber, con todo tipo de traslapes entre lo real y lo ideal, lo natural y lo
artificial, lo denso y lo libre. Allf, la postulacion de una continuidad semidtica entre el mundo
de la cultura y el mundo de la naturaleza puede asumirse como una util hipotesis: es el
sinequismo de (2) Peirce. Finalmente, en el vaivén entre la penumbra y la luz, en la lucha
entre lo negativo y lo positivo, lo topolédgico y lo légico, las posiciones intermedias
(amanecer, atardecer) se convierten en verdaderos detonantes de la imaginacion. En el
ambito de una mediacion activa entre tipos y arquetipos, evocaremos a (3) Grothendieck.
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1. Riemann: la armonia negativa de la multiplicidad y la nnidad

En el revés (1), en el ambito de la ammonia negativa, se sitia buena parte de la obra de
Bernhard Riemann (1826-1866). Para Riemann, a partir de los sistemas conceptuales de
la antitesis, determinados por predicados negativos, se pueden obtener representaciones de
interés, por pura variacion de las relaciones de magnitud. Entre negatividad (obstruccién) y
armonfa (transito), la obra de Riemann se despliega a lo largo de un vaivén pendular
entre problemas (“muros” en la etimologia griega) y resoluciones: () el problema de la
multivalencia de las funciones de variable compleja y las superficies de Riemann, (ii) el
problema de las singularidades de las funciones meromortas y la continuacion analitica, (iii)
el problema de las deformaciones de las funciones holomorfas y la representacion conforme,
(7v) el problema de los cortes de una superficie (género geométrico) y la invarianza
algebraico-diferencial establecida por el zeorema de Riemann-Roch, etc.

La Tesis Doctoral de Riemann, posiblemente la mayor tesis doctoral jamas escrita en
matematicas, introduce, entre muchos otros aportes, lo que hoy llamamos “superficies
de Riemann”'. Comprendida por vez primera por la joven escuela italiana (traduccién de
Betti al italiano en 1860), la Tesis de Riemann introduce las herramientas centrales que,
aun hoy en dia, permiten estudiar con cuidado las fronteras entre diversas regiones de la
matematica: variable compleja, geometria, teorfa de numeros, algebra abstracta,
topologia, analisis funcional. La multivalencia de una funciéon de variable compleja, vista
desde el plano complejo en si mismo (por ejemplo, una funcién potencia o la funcién
exponencial), obstruccion que impide su znversion natural, se torna en wnivalencia si se mira la
tuncién desde el plano sobre su superficie de Riemann asociada, lo que permite entonces
el transito de la inversion. De esta manera, en el ambito de la geometria compleja, /z
multiplicidad se torna en unidad. ¥n las ramificaciones de las hojas de la superficie, se obtienen
cireulaciones continnas de informacion, que no solo precisan ciertos ambitos calculatorios
para resolver problemas matematicos, sino que proponen también, en un nivel
metaférico mas alto, un ambito conceptual extendido para entender mejor ciertas
circulaciones culturales, no elementales ni lineales.

2. Peirce: la fenomenologia del continno

Desde 1859 en adelante (“Diagrama triadico del It”), Charles Sanders Peirce (1839-
1914) emprende un asalto a la ciudadela de la razén, con herramientas consistentemente
triddicas y continnas que le van a llevar, al final de su vida, a elaborar una incisiva extension
de lo tildado como “racional”. Alrededor del summunr bonum de la estética (crecimiento
continuo de la potencialidad), Peirce explora una reasonableness que contrasta (y conecta),
en lo profundo, lo 16gico y lo topoldgico. La arquitecténica triadica de las ciencias, segin
Peirce, sitia a las matematicas (y la topologia) en un nivel de primeridad (firstness),
mientras que la 16gica se sitta posteriormente en un nivel 2.2.3 (thirdness of second secondness).

"' B. RIEMANN, Principes fondamentanx pour une théorie géinérale des fonctions d’une grandeur variable complexe
(traduccion de Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer veranderlichen complexen Grisse, Tesis
Doctoral, 1851), in ID., Oeuvres mathématiques, Gauthier-Villars, Paris 1898 (reimpresion Jacques Gabay,
Paris 1990), pp. 1-60.
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Asi, la racionalidad clasica se eleva, no sélo sobre un continuo matematico y topologico
(nivel 1.3), sino sobre la estética misma (nivel 2.2.1). La znversion es imprescindible, y de
enorme interés para nuestro mundo contemporaneo. De esta manera, una “filosofia
analitica (l6gica)” de las matematicas aparece de entrada como un contrasentido en el
sistema de Peirce, mientras que una “filosoffa sintética (topologica)” de las matematicas
parece tener, en cambio, mas sentido.

En los grdficos existenciales de Peirce, el andlisis, la sintesis, y una tercera via, la horosis
(segiin Roberto Perry), entran en juego’. La descomposicién del razonamiento buscada
por Peirce es insistentemente analitica, y Peirce consigue detectar realmente los arguetipos
de la praxis 16gica: reglas universales (insercion, borramiento, iteracion, desiteracion, doble
corte) que, aplicadas a distintos lenguajes graficos, dan lugar al calculo proposicional
usual, a la 16gica relacional de primer orden y a diversas logicas modales. Sin embargo,
allende esa descomposicion analitica, los modelos naturales de los graficos viven en el
plano complejo (o en superficies de Riemann generales, conjeturamos), y su sentido
matematico es esencialmente continuo y topoldgico (algo demostrado por Arnold Oostra, al
construir grdficos existenciales intuicionistas®, cuyos modelos naturales residen en espacios
topolégicos y no en algebras booleanas). El continuo sintético peirceano entra entonces en
dialogo con las formas “normales” de la razoén (calculo clasico) y las expande a una mas
plena ragonabilidad topoldgico-intuicionista.

3. Grothendieck: la invencion matematica de las mediaciones arquetipicas

Utilizando dos de las invenciones matematicas mas potentes del siglo XX, la teorfa de
haces y la teoria de categorias, Alexander Grothendieck (1928-2014) ha revolucionado
completamente el panorama de las matematicas contemporineas®. Gigantesco
constructor (jmas de mil nuevas definiciones en matematicas!) y excepcional vidente
(muchos de los desarrollos actuales de las matematicas se inscriben en problematicas
abiertas por ¢él), Grothendieck ha renovado completamente nuestras percepciones de los
conceptos basicos de la matematica: (7) el naumero (esquemas), (iz) el espacio (topos), (i) la
torma (motives). Gracias a construcciones universales y nuevas nociones de equivalencia
(a través de los arquetipicos categoricos definibles mediante el cuantificador existe zinico),
Grothendieck ha propuesto ciertos calculos abstractos suaves, donde (i) allende enteros
separados, se observan pegamientos plasticos, (#) allende puntos locales, se estudian
proyecciones globales, (i7z) allende una multiplicidad indiscernible de cohomologias, se
encuentran motivos unitarios.

> F. ZALAMEA, Peirce’s Logic of Continuity, Docent Press, Boston MA 2012.

> A. OOSTRA, Los grificos Alfa de Peirce aplicados a la ligica intuicionista, in “Cuadernos de Sistematica
Peirceana”, 2 (2010), pp. 25-60.

* Para breves introducciones a su obra, véanse F. ZALAMEA, Filosofia sintética de las matematicas
contempordneas, Universidad Nacional, Bogota 2009 (traducciones extendidas: Synthetic Philosophy of
Contemporary Mathematics, Sequence, New York NY 2012; Philosophie synthétique des mathématiques
contemporaines, Metis-Presses, Geneve 2017); F. ZALAMEA, Alexander Grothendieck, 1928-2014 (obituario), in
“Lecturas Matematicas”, 36 (2015), pp. 93-102.
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Debe observarse aqui una fundamental inversion metafisica: en contra de la tradicion
usual, los enteros, los puntos y las cohomologias resultan ser constructos zdeales, mientras
que las secciones correspondientes en los haces emergen como mucho mas reales. En realidad,
allende las lecturas analiticas “normales” (entero, punto), existe todo un continno sintético
donde se inscriben mejor los conceptos de la matematica. Es el contenido del Lewa de
Yoneda: toda categoria (discreta) razonable se sumerge en una categoria (continua y
completa) de prebaces, y la imagen de cada objeto de la categoria inicial resulta ser el limite
de los prehaces cercanos a él. Asi, el objeto zdeal inicial (“funtor representable”) puede
verse a través de la aproximacion nocturnal de los prehaces “fantasmales” (mucho mas
reales, dirfa Godel) que le circundan. La fuerza metodologica de la inversion
grothendickiana es considerable: la pulsacion de lo categorico-relacional enriguece el
espectro de lo racional, y, en el mundo de las sintesis, se observan construcciones y
eventos invisibles desde aproximaciones puramente analiticas.

4. .dgica de haces

El concepto de hag matemitico surge en la obra de Jean Leray (curso de topologia
algebraica en el Oflag XVII [1943-45], serie de notas en los Comptes Rendus de I’Académie
des Sciences [1946], cursos sobre sucesiones espectrales en el Collége de France [1947-50]) y
alcanza su desarrollo definitivo en el famoso Seminario de Henri Cartan en la Feole
Normale Supérienre (1948-51). Un haz es un tipo de objeto matematico que permite pegar
globalmente aquello que resulta ser traslapable coherentemente dentro de lo local
Ciertos objetos matematicos pueden entonces entenderse mejor gracias a una logica de
vecindades y mediaciones sobre un espacio continuo (descartando binarismos si-no), y gracias a
acciones naturales de grupoides en las fibras del haz. De manera mas precisa, un hag
topoldgico consiste en un par de espacios topologicos, conectados por una proyeccion p entre
ellos (pensemos en el dominio de la proyecciéon como un espacio “superior”, que se
despliega sobre el codominio de la proyeccion, el espacio “inferior” o “base”), con ciertas
propiedades de buen comportamiento local para p (“homeomorfismo local”). Las fibras
del haz son las preimagenes bajo p de los puntos de la base, o, dicho de otra manera, los
fragmentos del espacio supetior que se pliegan sobre los puntos de la base.

La problematica esencial en el haz consiste, entonces, en estudiar los procesos de
pliegue y despliegne de la informacién matematica cifrada en el haz. En particular, resulta
primordial conocer las znversas de la proyeccion definidas sobre vecindades de la base
(secciones locales) y preguntarse como (si fuese posible) pueden pegarse diversas secciones
locales en una secczon global (definida sobre toda la base, o sobre una porcién muy amplia
de ella). Un ejemplo paradigmatico de haz esta ligado con los trabajos de Riemann en
variable compleja. El haz de gérmenes de funciones holomorfas se define situando al plano
complejo’ en la base, y especificando las componentes de las fibras sobre un punto g via
clases de equivalencia (“gérmenes”) de funciones holomorfas que coincidan en una
vecindad de z. Resulta entonces que la continuacion analitica de Riemann en el plano
asegura (y es equivalente a) la separacion (Hausdortf) del haz de gérmenes.

> T. NEEDHAM, Visual Complex: Analysis, Oxford University Press, Oxford 1997.
31



La extrapolacién de la teorfa de los contactos y los pasajes® en los haces — que permite
ascender y descender entre lo particular y lo universal, entre lo local y lo global, entre lo
concreto y lo genérico — da lugar a nuevas formas de expresion para el pensamiento de
lo multiple y lo uno. Los haces permiten descubrir ciertos invariantes detras de los
transitos, genericidades allende lo particular, estabilidades globales allende las
obstrucciones locales, integralidades parciales allende lo meramente diferencial.
Correspondiente con lo que hara Grothendieck unos pocos afios después desde
perspectivas categoricas mas generales, en la teorfa de haces se produce asi una notable
nversion logica, segin la cual lo puntual, lo atémico, lo diferencial — subsumidos bajo la
logica clasica — no son mas que invenciones ideales, sin sustentos topologicos en la fisica
real, mientras que las vecindades, las pragmaticas integrales, las oscilaciones de los flujos
— subsumidas bajo la légica #ntuicionista — pasan a ser mucho mas reales que los
conceptos, supuestamente correctos, que han gobernado hasta el momento nuestra
aproximacion analitica al mundo.

En el entronque con nuestra #ransmodernidad en curso’, la logica de haces puede
empezar a servir entonces de valioso paradigma para nuestro tiempo. As{ como la 16gica
clasica, apropiada para disecciones atémicas y diferenciales, se enlazé de manera natural
con la filosofia analitica a comienzos del siglo XX (Russell, Wittgenstein), no es dificil
augurar que la /dgica de haces, mas apropiada para el transito de los fluidos y para las
reintegraciones de lo hibrido y lo antinémico®, pueda enlazarse con fuerza, en un debido
momento, tal vez ya no muy distante, con la emergencia de la transmodernidad a
comienzos del siglo XXI. Una ragdn amplia (“razonabilidad” = razén + sensibilidad, al
estilo de Vaz Ferreira)” se abre en efecto a un tejido reticular de constelaciones en
transformacion permanente, con incesantes transitos pluridireccionales y plurimodales. Los
cruzamientos, las hibridaciones, la pluralidad interconectada, entran a constituir una red
compleja entre lo particular y lo universal, donde la l6gica de haces, con su extraordinaria
capacidad para medir pasajes y obstrucciones estara llamada a jugar un papel determinante
para las generaciones futuras.

5. Riemann, Peirce, Grothendieck bajo la logica de haces

Recordemos que el summmnm bonum peirceano, el ideal de la estética, postula un erecimiento

continno de la potencialidad. Se trata de un ideal de belleza que se puede vivir en carne

propia, por ejemplo, al observar en Torino la cupula de San Lorenzo de Guarino Guarini.

La multiplicidad de residuos, enlaces, transformaciones, quiasmas, inversiones en Saz
bl b bl b

Lorenzo nos deja vislumbrar “algo mas”, un verdadero despliegue de la imaginacion

geométrica, que entra en semiosis continua con el arte, la matematica, la teologfa. De

W. BENJAMIN, Opere Complete IX — I “passages” di Parigi (1927-40), Einaudi, Torino 2000.

" R.M. RODRIGUEZ MAGDA, La sonrisa de Saturno. Hacia nna teoria transmoderna, Anthropos, Barcelona
1989; R.M. RODRIGUEZ MAGDA, Transmodernidad, Anthropos, Barcelona 2004.

® F. ZALAMEA, Antinomias de la creacion. 1as fuentes contradictorias de la invencion en V aléry, Warburg, Florenski,
Fondo de Cultura Econémica, Santiago de Chile 2013.

’ C. VAZ FERREIRA, Ldgica viva, Biblioteca Ayacucho, Caracas 1910 (reed. Biblioteca Ayacucho, Caracas
1979).
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manera similar, el filtro de la ldgica de haces nos permite observar bajo una perspectiva unitaria
(1) el revés y las ramificaciones de Riemann, (2) el continuo y las aproximaciones
pragmaticas de Peirce, (3) la mediacion y las fronteras arquetipicas de Grothendieck.

En efecto, (7) los residuos negativos (Riemann) impulsan (7) el potencial de la alteridad
(Peirce), que se transforma relativamente en (7z) un vaivén creativo (conexion de Galois,
adjuncion, back-and-forth) en la frontera entre ciertas polaridades (Grothendieck). Los
haces captan precisamente ese proceso (7)-(z), imaginando los residuos como puntos de la
base, los despliegues de la alteridad como fibras, y los vaivenes creativos como secciones.
Por otro lado, (z) las ramificaciones (Riemann) potencian (7) la semiosis ilimitada
(Peirce), que permite (7z) la transicion y la traducibilidad de los saberes (Grothendieck).
Una vez mas, se trata de un proceso propio de la /dgica de haces, donde partimos de unos
puntos de ramificacion sobre una superficie de Riemann, para estudiar las fibras de signos
sobre esos puntos, y proponer pegamientos de informacion (secciones) entre ellas.

De esta manera, el “punto mas alto de la razén” segin Merleau-Ponty, el des/z del
Hombre en el encuentro con la Naturaleza, se acopla bien a una légica dinamica — atenta
a residuos, enlaces, transformaciones, quiasmas, inversiones, como en el Guarini — que
puede cifrarse bien en la légica de haces. Los confines antinomicos de ese desliz, de ese
movimiento, pueden captarse mejor con una légica no clasica, no rigida, como es la
logica de haces. El continuo fenomenoldgico, por dltimo, se acopla bien con la base continua y
las rupturas de simetria propias de una légica abierta al cambio.
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